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Resumo

Esta dissertacao apresenta uma proposta de aplicacao dos conceitos da matematica basica
do Ensino Médio, como matrizes, sistemas lineares e recorréncia por meio do estudo da
Tomografia Computadorizada e problemas inversos. O objetivo desse trabalho é contex-
tualizar esses conteidos com a vida pratica, mostrando que a matematica é muito além

do lapis e papel, estando presente nas mais diversas areas de conhecimento.

Palavras-chaves: Matrizes, Sistemas Lineares, Recorréncia, Problemas Inversos, Tomo-

grafia Computadorizada



Abstract

This dissertation presents a proposal to apply the concepts of basic mathematics such as
matrices, linear systems and recurrence through the study of Computed Tomography and
inverse problems with the purpose of contextualizing these contents with practical life,
showing that mathematics is much beyond pencil and paper, being present in the most

diverse areas of knowledge.

Key-words: matrices, linear systems, recurrence, inverse problems, Computed Tomo-

graphy
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Introducao

O presente texto é uma proposta para aplicacdo em sala de aula do trabalho
desenvolvido como dissertacao do Mestrado Profissional em Matematica da Universidade
Federal do Rio Grande e tem por objetivo apresentar uma alternativa para a motivagao
dos alunos, através do estudo da Tomografia Computadorizada, que é uma ferramenta da
medicina para diagnoésticos através de imagens amplamente utilizada e que nao existiria

sem a matematica que a embasa.

Num contexto social em que hé grande avango das tecnologias, especialmente
na area da informatica, muitas atividades passaram e passardao a ser desenvolvidas por
maquinas e, por isso, a matematica deixou de ter um significado expressivo para os alunos.
Nesse sentido, os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio destacam a

necessidade de formarmos cidadaos aptos para esse novo mercado, conforme trecho abaixo:

Nas condigoes contemporaneas de producao de bens, servicos e conhe-
cimentos, a preparagao de recursos humanos para um desenvolvimento
sustentavel supoe desenvolver a capacidade de assimilar mudancas tec-
nologicas e adaptar-se a novas formas de organizagao do trabalho. Esse
tipo de preparacdo faz necessario o prolongamento da escolaridade e a
ampliacdo das oportunidades de continuar aprendendo. Formas equili-
bradas de gestdao dos recursos naturais, por seu lado, exigem politicas
de longo prazo, geridas ou induzidas pelo Estado e sustentadas de modo
continuo e regular por toda a populacgao, na forma de hébitos preserva-
cionistas racionais e bem informados. (BRASIL 2000)

Contudo, a mateméatica estd presente nas nossas vidas nas mais diversas areas de
conhecimento e precisa ganhar visibilidade, a fim de despertar o interesse dos estudantes

para a aprendizagem desta ciéncia. Nesse sentido, a UNESCO afirma:

E reconhecido de forma uninime que a matemdtica é onipresente no
mundo atual, principalmente nos objetos tecnologicos que nos cercam ou
nos processos de troca e de comunicagao; porém, em geral, ela é invisivel.
Essa invisibilidade torna problematica a percepc¢ao do interesse em se
desenvolver uma cultura matematica, além da aprendizagem mais béasica
que envolve nimeros, medidas e cdlculos. E importante que a educacao
bésica contribua para superar essa invisibilidade, especialmente porque
as necessidades atuais do chamado letramento matematico vao além das
exigéncias tradicionalmente associadas ao “saber calcular”. (UNESCO|,
2016))

Precisamos de uma educagao matematica que permita a construcao de uma ima-
gem positiva e adequada da matematica, que seja fiel aos seus conteidos, mas que nao

se distancie da pratica. Assim, a matematica deve ser vista como uma ferramenta para
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a resolucdo de problemas do mundo real. E o que podemos ler em "Os desafios do ensino

de matematica na educacao basica", da UNESCO:

Uma educacao matematica de qualidade deve, portanto, ser conduzida
por uma visdo da matemaética como uma ciéncia viva, em conexao com
o mundo real, aberta a rela¢cbes com outras disciplinas, de modo que
tal abertura nao se limite apenas a disciplinas cientificas. Assim, em
particular, deve permitir que os alunos entendam o poder da matemaética
como uma ferramenta de modelagem para compreender e agir sobre o
mundo.

Dessa forma, verificamos que o grande desafio de ensinar matematica na atualidade
¢é torna-la interessante, 1til, aplicavel e contextualizada, em meio a tantas tecnologias mais
atraentes e a um turbilhao de informacoes ao qual estamos expostos, e que tiram o nosso

foco do estudo da matematica.

A matematica desenvolvida de forma mecanica e tradicional, sem significado pra-
tico para o aluno, é desmotivadora. Quando nao percebe a aplicabilidade do que estuda,
a maioria dos alunos busca apenas a aprovacao na disciplina, para concluir o curso ou

série em que estd inscrito.

Nesse sentido, a Base Nacional Comum Curricular destaca a necessidade de asso-

ciarmos os conteudos com a realidade:

(...) no Ensino Médio o foco é a construgio de uma visdo integrada da
Matemética, aplicada a realidade (...). Nesse contexto, quando a reali-
dade é a referéncia, é preciso levar em conta as vivéncias cotidianas dos
estudantes do Ensino Médio, envolvidos, em diferentes graus dados por
suas condigbes socioecondmicas, pelos avangos tecnoldgicos, pelas exi-
géncias do mercado de trabalho, pela potencialidade das midias sociais,
entre outros.

Tais consideragoes colocam a area de Matematica e suas Tecnologias
diante da responsabilidade de aproveitar todo o potencial ja constituido
por esses estudantes, para promover agoes que estimulem e provoquem
seus processos de reflexao e de abstracao, que déem sustentagdao a mo-
dos de pensar criativos, analiticos, indutivos, dedutivos e sistémicos e
que favorecam a tomada de decisbes orientadas pela ética e o bem co-
mum. (BRASIL} 2017)

O Ensino Médio possui a caracteristica de terminalidade e a necessidade de seu
egresso estar preparado para a vida em sociedade, mercado de trabalho, bem como para

prosseguir os seus estudos, conforme destacado abaixo:

A Lei de Diretrizes e Bases da Educac¢ao Nacional explicita que o Ensino
Médio é a “etapa final da educagio basica” (Art.36), o que concorre para
a construgdo de sua identidade. O Ensino Médio passa a ter a caracte-
ristica da terminalidade, o que significa assegurar a todos os cidadaos
a oportunidade de consolidar e aprofundar os conhecimentos adquiridos
no Ensino Fundamental; aprimorar o educando como pessoa humana;
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possibilitar o prosseguimento de estudos; garantir a preparagdo basica
para o trabalho e a cidadania; dotar o educando dos instrumentos que o
permitam “continuar aprendendo”, tendo em vista o desenvolvimento da
compreensao dos “fundamentos cientificos e tecnolégicos dos processos
produtivos” (Art.35, incisos I a IV).(BRASIL} 2000)

Segundo o professor Dr. Jonei Cerqueira Barbosa,

A matemadtica pode servir como “poder para alguém” agindo como
um instrumento de controle social, pois afinal, os nimeros governam
o mundo, decisoes sdo tomadas a partir de férmulas, de célculos, de
estatisticas, planejamentos de governo sao decididos através da mate-
matica, decisbes estas que afetam as vidas de todos aqueles que a elas
se submetem. (BARBOSA] 2003)

Apesar disso, ndao sao raros os questionamentos acerca da aplicabilidade na vida

pratica dos contetudos estudados em matematica.

A Base Nacional Comum Curricular na area da Matematica ressalta a importancia
da matematica para a vida dos estudantes e destaca que ela nao é apenas um conjunto
de regras, mas faz parte da cultura e histéria humana, e atua como ferramenta para a

compreensao da realidade, conforme trecho abaixo:

Um dos desafios para a aprendizagem da Matemética no Ensino Médio
é exatamente proporcionar aos estudantes a visao de que ela nao é um
conjunto de regras e técnicas, mas faz parte de nossa cultura e de nossa
histéria. Assim, as habilidades previstas para o Ensino Médio sao fun-
damentais para que o letramento matematico dos estudantes se torne
ainda mais denso e eficiente, tendo em vista que eles irdo aprofundar
e ampliar as habilidades propostas para o Ensino Fundamental e terao
mais ferramentas para compreender a realidade e propor as agoes de
intervencao especificadas para essa etapa(BRASIL, [2017)

Nessa realidade, surge a proposta de apresentar aos estudantes do ensino médio
como a matematica estd inserida na area da saude, por meio do estudo da tomografia

computadorizada. Esta é a proposta principal deste trabalho.

A tomografia computadorizada é um dos métodos de diagnodstico mais importantes
da atualidade. Com ela é possivel obter imagens internas de um corpo de maneira nao
invasiva, com a qualidade nao alcancada por outros métodos. Esse método consiste em
reconstruir a imagem de um objeto através das medidas das intensidades dos raios X que
o atravessaram. Nesta reconstrucao, utilizamos conceitos da matematica basica tais como

Matrizes, Sistemas Lineares e Recorréncia.

Este trabalho é dividido em quatro capitulos. No primeiro Capitulo, Matematica
bésica, sao estudados os principais conceitos inerentes as matrizes, aos determinantes, aos

sistemas lineares e as recorréncias. Esses saberes sao importantes para o desenvolvimento
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do estudos da tomografia computadorizada. No segundo Capitulo, Tomografia, sao de-
senvolvidos os conceitos sobre tomografia, sua evolugao histérica, bem como os principais
tipos de tomografia computadorizada existentes. Passamos entao para o terceiro Capitulo,
Modelagem do Problema de Tomografia e Solugao, onde sdo desenvolvidos os conceitos
de problemas inversos, a modelagem matematica da tomografia e sua discretizagdao, bem
como sua resolucao através de recorréncia e por meio de matrizes. E por fim, no quarto
Capitulo, Aplicacao para Sala de Aula, é apresentada uma proposta de atividade para ser

desenvolvida na sala de aula com alunos do segundo ano do ensino médio.
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1 Matematica Basica

Neste capitulo apresentaremos os conhecimentos minimos de matematica necessa-

rios a resolucao do problema da reconstrucao de imagens de tomografia.

1.1 Matrizes

Segundo a definicao de lezzi, "uma matriz m x n é uma tabela de m.n nimeros

dispostos em m linhas (filas horizontais) e n colunas (filas verticais)".(IEZZI et al., [2004)

No mesmo sentido, Boldrini define matriz como '[...] uma tabela de elementos
dispostos em linhas e colunas". (BOLDRINI et al., |1980))

1.1.1 Representacao de uma matriz

Utilizaremos letras maitusculas para denotar matrizes e mindsculas para representar
seus elementos. Dessa forma, dada uma matriz A do tipo m X n, seus elementos serao
representados por a;;. Nessa representacao, ¢ refere-se a linha e j a coluna onde estd

localizado o elemento.
A matriz A serd representada por A,,x, = (a;;), onde 1 <i<mel<j<n.

Abaixo, seguem alguns exemplos:

1 =2 0
5 1 3

1. Matriz 2x3:

2. Matriz 3x2:

3. Matriz 2x2.
0 —2
1 3
Os elementos de uma matriz podem ser, por exemplo, niimeros, fungoes, ou outras

matrizes.
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1.1.2 Matrizes Especiais

Segundo Boldrini,

Ao trabalhar com matrizes, observamos que existem algumas que, seja
pela quantidade de linhas ou colunas, ou ainda, pela natureza de seus
elementos, tém propriedades que as diferenciam de uma matriz qualquer.
Além disso, estes tipos de matrizes aparecem frequentemente na pratica
e, por isso, recebem nomes especiais.(BOLDRINTI et al., {1980)

Seguem algumas dessas matrizes: linha, coluna, nula, quadrada, diagonal, identi-

dade, triangular superior, triangular inferior e simétrica.

e Matriz Linha: é a matriz formada por uma tnica linha.

Exemplo:

A=(1 -2 0)

e Matriz Coluna: ¢é a matriz formada apenas por uma coluna.

Exemplo:

™
I
0w ot

e Matriz Nula: é a matriz que possui todos os seus elementos iguais a zero.

Exemplo:

00
0 0

e Matriz Quadrada: é a matriz que possui o numero de linhas igual ao niimero de

colunas.

Exemplo:

1 2
5 6

¢ uma matriz 2 X 2, chamada de matriz quadrada de ordem 2.

e Matriz Diagonal: é uma matriz quadrada, onde a;; = 0, para todo i # j, ou seja,

os elementos que nao estao na diagonal sao nulos.

Exemplo:

&S

Il
o o
o w» o
vt o o
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e Matriz Identidade: é a matriz cujos elementos da diagonal sdo iguais a 1 e os
demais iguais a zero.

Exemplo:

B

I
o O =
[ =)
_— O O

e Matriz Triangular Superior: ¢é a matriz quadrada, na qual todos os elementos
abaixo da diagonal sao nulos, ou seja, a;; = 0 para ¢ > j.

Exemplo:

@Q

I
o O =
[ BV V)
S Ot W

e Matriz Triangular Inferior: é a matriz quadrada, na qual todos os elementos
acima da diagonal sao nulos, ou seja, a;; = 0 para i < j.

Exemplo:

I
© ot ow
w0 A O
o o o

e Matriz Simétrica: ¢ a matriz quadrada onde a;; = aj;, isto ¢, a parte superior ¢é

uma reflexdo da parte inferior, em relagao a diagonal.

Exemplo:
3 =7
M=13 4
-7 0
1.1.3 lgualdade de Matrizes
Dadas duas matrizes,
aiy; ... Qip bll . bln
a c.. Qo b . bop
. ?1 . 2 e B— 21 2
am1 --- Amn mxn bml .. bmn mxn

dizemos que os elementos de mesmo indice sao correspondentes, ou seja, a;; = b;; Vi, j .

Duas matrizes do mesmo tipo m X n sao iguais quando todos os seus elementos

correspondentes sao iguais.
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1.1.4 Multiplicacdo por Escalar

Dados A = [a;;]mxn € kK um nimero, temos

]{7 . A = [kaij]an

1.1.5 Adicdo e Subtracdo de Matrizes

e Adicao: A soma de duas matrizes de mesma ordem, A,,x, = [ai;] € Bpxn = [bijl,
é uma matriz m X n, que denotamos por A + B, cujos elementos sdo somas dos
elementos correspondentes de A e B, ou seja, € = A+ B e ¢;; = a;; + b, com

1=1:mej=1:n.

Exemplo:

e Matriz Oposta: Dada a matriz A = [a;;]mxn, @ matriz oposta de A, é —A, tal que

A+ (—A) =0, onde 0 é matriz nula do tipo m x n. Obtemos —A multiplicando a

matriz A pelo escalar k = —1.
Exemplo:
1 3 -1 -3
A=|-2 5 |,entao —A=1] 2 =5
3 =5 -3 5

e Subtracao: Dadas duas matrizes, A = (@;;)mxn € B = (bij)mxn, definimos a matriz
A — B como a soma de A+ (—B) = A— B.

e Propriedades: Dadas as matrizes A, B e C' de ordem m x n e O a matriz nula,

valem as propriedades da adi¢ao a seguir:

1. Comutativa: A+ B=B+ A

2. Associativa: (A+B)+C=A+ (B+C)
3. Oposto: A+ (—A)=0

4. Elemento Neutro: A+ 0O =A4
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1.1.6 Multiplicacdo de Matrizes

Dadas as matrizes A = (a;;)mxn € B = (bij)nxp, chamamos de produto de A por
B, e escrevemos A - B, a matriz C' = (¢jj)mxp, €M que um elemento qualquer ¢;; é obtido

da seguinte maneira:

Cik =— Q41 blk “+ a9 - ka + ...+ a, - bnk = Zaijbjk, para 1=1: m,k =1:n.
j=1

e Observagoes:

1. O produto AB existe se, e somente se, o nimero de colunas de A é igual ao

numero de linhas de B.

2. A matriz C' = AB possui o numero de linhas de A e o nimero de colunas de
B.
Apmxn) - Bnxp) = Clmxp)

3. Se A é de ordem m xn e B éde ordem n X p, com p diferente de m, entdao AB

existe, mas BA nao existe.

2 3 0 1
Exemplo: Dadas as matrizes A = ( 5) e B= ( 2), determinemos AB e
BA.

AB — 2.3} (0 1) _ 2-0+3-(-1) 2.1+3.2 \ (-3 8
") e o) T o ey (i) Tles

BA— 0 1 2 3\ ( 0-2+1-(-1) 0-3+1-5 )\ (-15
-1 2 -1 5 (=1)-2+2-(-1) (-1)-3+2-5 —4 7
Com esse exemplo, podemos perceber que AB e BA existem, mas sao diferentes.

Assim notamos que, em geral, o produto de matrizes nao é comutativo. Quando

AB = BA, dizemos que A e B comutam.
e Propriedades da Multiplicagao:
1. Associativa: (A-B)-C=A-(B-C)

2. Distributiva a direita em relacdo a adigao/subtracao:

(A+B)-C=A-C+B-C
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3. Distributiva a esquerda em relagao a adi¢ao/subtragao:
C-(A+B)=C-A+C-B

4. A matriz identidade funciona como elemento neutro da multiplicagao. Seja A

uma matriz quadrada de ordem n, temos:

A-L,=Ael,-A=A

1.1.7 Matriz Transposta

Dada uma matriz A = [a;j];nxn, podemos obter uma outra matriz AT = [b;i],xm,

cujas linhas sdo as colunas de A, isto ¢, B = AT onde b;; = a;;.

23 20 1
A=10 5 AT — N
3 5 4
-1 4 2x3

3x2

Exemplo:

Propriedades:

i) Se A= AT A ¢ uma matriz simétrica.
ii) ATT = A, ou seja, a transposta da transposta de uma matriz é ela mesma.
iii) (A+ B)T = AT + BT: a transposta de uma soma ¢é igual & soma das transpostas.

iv) (kA)T = kAT, onde k é qualquer escalar.

1.1.8 Determinante

Dada uma matriz A de ordem n X n:

a1 a2 ... QAin
21 A922 ... Q9p

A= (1.1)
Ap1 QAp2 ... QApp

Se suprimirmos a linha de ordem i, i € IN, e a coluna de ordem k, &k € IN, de A,
obtemos uma matriz de ordem (n — 1), a qual chamamos de menor do elemento a;; e
representamos por M. (KREYSZIG]| 1976)

Chamamos de cofator de a;x, e representamos por Cj, o determinante do menor
M, multiplicado por (—1)"*(KREYSZIG,, [1976), como segue:
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Podemos agora definir um determinante de ordem n:

Defini¢ao 1.1.1 (Determinante). Seja A uma matriz quadrada de ordem n, o deter-
minante é definido pela soma dos produtos dos elementos de qualquer linha ou qualquer

COZ’LLTLCL, por seus respectz'vos COfCLtOTGS. Como seque:
(CL) detA = aﬂC'u + CLZ'QOz'Q + ...+ CLZ‘nCm (Z = ]_, 2, Ce ,TL)
ou

(b) detA = alkClk -+ CLQkCQk + ...+ ankan (k = 17 2, Ce ,n).

Dessa forma, detA é definido em funcao de n determinantes de ordem n — 1, dos
quais cada um é definido por n — 1 determinantes de ordem n — 2 e, assim, sucessiva-
mente até chegarmos a uma matriz de segunda ordem, da qual é facilmente calculado o

determinante, conforme segue:

ail; a2
A= ( s detA = a11A922 — A120927.

Q21 Q22

Propriedades:

i) Se uma linha ou coluna for nula, o detA = 0.

Demonstragao: Isso ocorre por que em cada termo do célculo do determinante
aparece um dos elementos da linha(coluna) nula e, dessa forma, todos se anulam, e

o determinante é zero.
ii) detA = det(AT)

iii) Ao multiplicarmos uma linha da matriz por uma constante, o determinante fica mul-

tiplicado por essa constante.

Demonstracao: Seja A a matriz original e B a matriz obtida multiplicando uma
linha de A por uma constante k. Ao calcularmos o determinante de B, em cada
termo aparece um elemento daquela linha que foi multiplicada por k. Podemos,

entao, colocar k em evidéncia e o que permanece é o calculo do determinante de A.
Assim, detB = k.detA.
iv) Se trocarmos duas linhas da matriz de posi¢ao, o sinal do determinante troca.

Demonstracao: Isso ocorre, pois ao trocarmos duas linhas de uma matriz alte-
ramos a paridade do nimero de inversoes dos indices, logo trocamos o sinal dos

termos.

v) O determinante de uma matriz que tem duas linhas iguais ¢ zero.
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Demonstracao: Se trocarmos as duas linhas iguais, a matriz e o determinante
permanecerao iguais. Entretanto, conforme a propriedade anterior, o determinante

deveria trocar de sinal. Assim, a tinica possibilidade é que o determinante seja nulo.
vi) Nao se altera o determinante, se somarmos a uma linha outra linha multiplicada por
uma constante.
Demonstragao: Podemos demonstrar essa propriedade usando os resultados das
propriedades (7ii) e (v).
vii) det(A- B) = detA - detB

Demonstracgao: Essa propriedade é facilmente verificada para matrizes de ordem
2 e 3. Entretanto, a demonstracao desse resultado para matrizes de ordem n é bem

mais complicado, podendo ser mostrado utilizando matrizes elementares.

Observacgao: det(A + B) # det(A) + det(B), conforme exemplo:

2 3 1 4 3 2
Sejam A=|0 1 5[eB=|31 6
1 -1 4 01 -3

Calculamos os determinantes, obtemos detA = 32, detB = —3 e detA + B = 54.

1.1.9 Desenvolvimento de Laplace

Chamamos o nimero A;; de cofator ou complemento algébrico do elemento a;;.
O cofator é o determinante afetado pelo sinal (—1)"*7 da submatriz A;;, a qual obtemos

retirando a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A.

Pelo método de Laplace, podemos calcular o determinante de uma matriz A, ,,

conforme mostrado abaixo:

detApsn = ainDip + -+ + ainlip,

De acordo com Boldrini,

O desenvolvimento de Laplace é uma formula de recorréncia que per-
mite calcular o determinante de uma matriz de ordem n, a partir dos
determinantes das submatrizes quadradas de ordem n — 1. Em grande
parte dos casos ele simplifica muito o cdlculo de determinantes, prin-
cipalmente se for utilizado em conjunto com outras propriedades dos
determinantes.(BOLDRINI et al.; [1980)
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1.1.10 Regra de Sarrus

A regra de Sarrus é um método pratico para o calculo de determinantes de matrizes
de terceira ordem.

a1 G12 13
Dada uma matriz A = | ay; a9 ag3 | , devemos seguir os passos abaixo para

a31 azz2 33
calcular os determinante:

1° Passo: Repetimos as duas primeiras colunas ao lado da terceira

11 Aaiz2 Az aix; Qa2
Q21 d22 G23 A21 (22

a31 dz2 33 aAz1 32

2° Passo: Encontramos a soma do produto dos elementos da diagonal principal com os

dois produtos obtidos pela multiplicacao dos elementos das paralelas a essa diagonal
apl G2 13 Aainn a2
detA = |ag ag as3 ao1 G | = (11022033 + A12G23031 + A13G21a32)
asr agz2 asz Gz a32
3° Passo: Encontramos a soma do produto dos elementos da diagonal secundaria com os

dois produtos obtidos pela multiplicacao dos elementos das paralelas a essa diagonal

e subtraimos do valor obtido no 2° passo

11 a2 @13 Al Q12
detA = [ay ag ass as agp

a31 Q32 azz azr a3z
detA = (a11a22a33 + A12G23a31 + 13a21032) — (A13022a31 + A11G23032 + A12021a33).

1.1.11 Matriz Inversa e Matriz Adjunta

Definigao 1.1.1 (Matriz Adjunta). Dada uma matriz quadrada A, chamaremos de matriz

adjunta de A a transposta da matriz dos cofatores de A. Notacao: c?d\jA.

Definigao 1.1.2 (Matriz Inversivel). Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A é dita

inversivel (ou invertivel) se existir uma matriz B tal que:

A-B=B-A=1,
Nesse caso, B é a inversa de A e indicada por A1,

Propriedades:
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i) Se A e B sdo matrizes quadradas de mesma ordem, ambas inversiveis, entdo A - B é
inversivel e (AB)™' = B~!. AL,

Para isso, basta observar que (AB)(B™*A™!) = A(BB 1) A™l = ATA™! = AA™! =
I e que, analogamente (B~'A™')(AB) = 1.

ii) Se A é uma matriz quadrada e existe uma matriz B tal que BA = I, entao A é
invertivel, ou seja A~! existe e, além disso, B = A~%.

Ou seja, se A™! existe, temos: B = Bl = B(AA™!) = (BA)A™' =TA™1 = A~".

iii) Nem toda matriz possui inversa.

0 2
Por exemplo, mostraremos que a matriz A = 01 nao tem inversa. Para isso,

basta mostrar que a equacao matricial

b))

nao tem solugdo. De fato isso ocorre, pois:

2c 2d\ (1 0
c d) \o 1
implica que 2¢ =1 e ¢ = 0, o que nao pode ocorrer simultaneamente.

Teorema 1.1.1. Uma matriz quadrada A admite uma inversa se, e somente se detA # 0.

Neste caso:
1

- detA (adjA)

Demonstragao: Seja A, «, uma matriz quadrada que tenha inversa, isto é, existe

A~' tal que A.A~! = I,,. Usando o determinante temos

det(A.A™") = detA.detA™" e detl, = 1

Entao:

detA.detA™! = 1.

Desse resultado, concluimos que se A tem inversa, entdo detA # 0 e detA™! =

Tt Assim, detA # 0 é uma condi¢do necessaria para que A tenha inversa. Como
e

1
detA

¢ também uma condicdo suficiente. Portanto A~! =

A.adjA = (detA)I. Se detA # 0, A.

.adj(A) = I e a inversa é unica, concluimos que




Capitulo 1. Matemdtica Bdsica 27

1.2 Resolucio de Sistemas de Equactes Lineares

Uma equagao linear é uma expressao do tipo:
a1T1 + a2 + -+ apty = b,

onde as variaveis x1, xa, ..., T, Sa0 as incégnitas da equacao que podem assumir quaisquer
valores reais ou complexos; aq, as, ..., a, sao nimeros reais ou complexos que recebem o

nome de coeficientes das incégnitas; o niimero b chamamos de termo independente.

Um sistema de equagdes lineares é um conjunto de m equagoes e n incognitas

(1, ,2,), como mostrado abaixo:

1121 + a19xs + - - - + a1,x, = by

2121 + 299 + -+ aA9n Ty — b2

Am1T1 + AmaTs + -+ ATy = bm

onde a;;, 1 <i <m, 1 < j < n, sdo nimeros reais ou complexos fixos, (x1, s, ..., 2y)
sdo as incégnitas do sistema e (by,bs,...,by) sdo também nimeros reais ou complexos
fixos. Se todos os termos independentes (by, bs, ..., b,,) forem nulos, o sistema é chamado

de homogéneo.

A solugao de um sistema linear de n varidveis é a sequéncia ordenada (ay, ag, - -+ , ay,)
quando ¢ solucao simultanea de cada uma das equacoes do sistema. Representamos essa

sequéncia ordenada pelo conjunto S = {(ay, g, -+ , )} -

Dizemos que dois sistemas lineares de equagoes sao equivalentes se, e somente se,

toda solucao de um ¢ solucao do outro.

Todo sistema linear da forma (1.2) pode ser representado na forma matricial, como

segue:

@13 A2 - Aip T by

Q21 Q22 -+ Aoy X2 by

Am1 Am2 - Qmp T, bm
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ou A-x =0>, onde

a3 Q2 - Aip T by

Q21 Q22 -+ Ay T2 by
A= [T = ;b=

Am1 Am2 **° Omnp Ty, bm

Além disso, podemos representar um sistema na forma de sua matriz ampliada,

na qual cada linha é a representagao abreviada da equagao correspondente, como segue:

aip; a2 a1, b
a21  A22 Az, by
Am1 Am2 * Qmp bm

1.2.1 Classificacao e Discussdo de um Sistema

A discussao dos sistemas lineares consiste em analisar os pardmetros dos coeficien-
tes em relagao ao determinante da matriz dos coeficientes das equacgoes e, entao, classificar

os sistemas quanto ao nimero de solugoes.

O sistema linear pode ser classificado conforme o ntimero de solugoes:

a) Sistema Possivel ou Compativel: Tém ao menos uma solugao.

Determinado : a solugao é tnica

Indeterminado : tem infinitas solugoes

b) Sistema Impossivel ou Incompativel: ndo apresenta solucao.

Entretanto, algumas equac¢oes podem conter coeficientes que sejam parametros
desconhecidos ou indeterminados. Quando isso ocorre, é a discussao do sistema que
nos permite analisar esses parametros e determinar para quais valores teremos Sistemas

Possiveis Determinados, ou Possiveis Indeterminados ou Sistemas Impossiveis.

Analisaremos o sistema linear de acordo com o determinante da matriz dos coefi-

cientes das equagoes (detA). Dizemos que:

- detA # 0: o sistema é possivel e determinado (SPD), tem solugao unica.

- detA = 0: o sistema pode ser possivel e indeterminado (SPI), ter infinitas solugoes,
ou impossivel (SI), ndo possuir solu¢do. Para saber se o sistema possui infinitas ou
nenhuma solugao, devemos calcular todos os detA;. Se todos os detA; forem iguais

a 0, teremos um SPI. Se pelo menos um det A; for diferente de 0, teremos um SI.
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1.2.2 Método da Substituicao

O método da substituicao é uma técnica utilizada para resolver sistemas lineares.
Esse método consiste em encontramos o valor algébrico de uma das incégnitas para, em
seguida, substituirmos esse valor nas outras equacgoes, até descobrir os valores de todas

as variaveis.

Descricao do método:

1. Escolher uma incognita e calcular seu valor algébrico. Dizemos que o valor algébrico

foi encontrado, quando a varidvel estiver isolada.
2. Substituir o valor algébrico da incégnita em outra equagao.

3. Calcular o valor numérico de uma das outras incégnitas.

—~

. Repetir os passos 2 e 3 até que todas as varidaveis tenham seus valores algébricos

encontrados.

) 20 —y=17
Exemplo: Resolver o sistema
T+ oy = -2
1. Escolhemos isolar a varidvel x na segunda equacao, obtendo z = —2 — by

2. Substituimos o valor encontrado para = na primeira equagdo e encontramos o valor
algébrico de y:
2(-2-5y)—y="T

—4—-10y —y="7
1y =11
y=—1
3. Substituimos o valor algébrico encontrado para y em x = —2 — 5y:
xr=-2-5(-1)
r=-2+5
=3

Portanto, o conjunto solugao é denotado por S = {(3,—1)}.
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1.2.3 Regra de Cramer

A regra de Cramer nos permite resolver um sistema de equacoes lineares em termos
de determinantes. Portanto, s6 podera ser utilizada na resolucao de sistemas em que o
numero de equagoes e o nimero de incognitas forem iguais. Além disso, para a aplicagao
desse método, o sistema deve ser possivel e determinével, o que implica ter o determinante

diferente de zero.

Quando resolvermos um sistema linear utilizando esta regra, devemos calcular o
determinante (detA) da matriz incompleta do sistema e, entdo, substituir os termos in-
dependentes em cada coluna e calcular os seus respectivos determinantes. Dessa forma
encontramos os determinantes detA,, detA,... Apés encontrados os determinantes pode-
mos aplicar a regra de Cramer, que consiste em dividir os determinantes detA,, detA,...

pelo determinante det A e obter as variaveis x, y...
Segue um exemplo da aplicacao da Regra de Cramer:

Dado o sistema linear,

20 —y=7
T+ 5y =-2

Temos que:

—

2 -1
. A matriz A dos coeficientes das incognitas é A = (1 . ) ;

2. A matriz A,, obtida a partir da substituicdo da primeira coluna de A, que contém os
7T -1
coeficientes de x, pelos termos independentes é: A, = ( 5 5 ;

3. A matriz A,, obtida a partir da substitui¢cao da segunda coluna de A, que contém os
27
coeficientes de y, pelos termos independentes é: A, = (1 ) :
detA, detA,
ey = .
detA © YT detA

[N

. Aplicando a Regra de Cramer, obtemos os valores de z e y: © =
Como:
detA=2-5—(=1)-(1)=10+1=11
detA, =7-5—(—1)-(-2)=35—-2=233
detAy, =2-(=2)—(7)-(1)=—4-T7T=-11
Temos:

detA, 33 detd,  —11
TS 0etA 11 %Y T qea T 11

=1



Capitulo 1. Matemdtica Bdsica 31

Logo,z=3ey=—1. S ={3,—1}.

1.2.4 Sistemas Escalonados

Quando o sistema resolvido possuir mais do que trés variaveis e trés equacoes,
¢ muito trabalhoso usar a Regra de Cramer, por isso, para facilitar a sua resolucao,

trabalhamos com ele na sua forma escalonada.

Uma matriz m X n é dita na forma escalonada se:

(i) O primeiro elemento nao nulo de uma linha nao nula é 1.

(ii) Cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha tem todos os

seus outros elementos iguais a zero.
(iii) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas.

(iv) Se as linhas 1,--- ,r sdo as linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento nao nulo da

linha 7 ocorre na coluna k;, entao k1 < kg < --- < k,

A condigao iv) impoe a forma de escada da matriz:

Figura 1 — Forma de Escada da Matriz Escalonada

Isto é, um sistema estd na forma escalonada se o nimero de coeficientes nulos antes

do primeiro coeficiente nao nulo aumenta de equagao para equagao.

1.2.5 Resolucao de Sistemas Escalonados

Para a resolucao, consideraremos dois tipos de sistemas:

1° Niumero de equacgoes igual ao nimero de variaveis
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T—2y+z=-95
Consideremos o sistema escalonado { y + 2z = —3

3z =—6
E um sistema possivel e determinado, que tem solucdo tnica.

Para resolver esse tipo de sistema escalonado, partimos da tltima equacgao, onde
¢é possivel descobrir o valor de z. Utilizamos esse valor na segunda equagao para

obtermos y e entao substituimos y e z na primeira para obtermos o valor de x.

Resolvendo o exemplo, temos:

(I 3z2=-6=2=-2
1) y+2(-2)=-3=y—-4=-3=y=1
(I1I) 2 —214(-2)=-b5=zr—-4=-5=zx=—-1

Com isso, temos a solucao do sistema: (—1,1,—2).

2° Numero de equagoes menor do que o nimero de variaveis

) _ r—y+32=25
Consideremos o sistema escalonado
y—z=1

Devemos executar os passos abaixo para resolver um sistema desse tipo.

a) Precisamos identificar qual varidvel ndo aparece no inicio de nenhuma das equa-

¢oes, a variavel livre. No sistema em questao a variavel livre é z.

b) Devemos transpor a variavel z para o segundo membro das equagoes:

rT—y=5—3z2
y=1+z2

c) Ao atribuirmos um valor para z, obteremos um sistema do primeiro tipo, por-
tanto determinado. Como z pode assumir qualquer valor real, esse sistema

possui infinitas solugdes. Supondo z = «, com « real, temos:

rT—y=5—-3«
y=1+a«

d) Substituindo a segunda equagdo na primeira, temos: * — (1 + a) =5 — 3.0 =
r=5—3a+1l4+a=2=-2.a+6.

e) Com isso, temos as solugoes representadas pelas triplas ordenadas (—2a+ 6,1+

a,a), em que a € R.
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Esse sistema apresenta infinitas solugoes é, portanto um sistema possivel e indeter-

minado.

1.2.6 Operacbes Elementares

As Operagoes Elementares, também sao conhecidas como método da eliminagao
de Gauss. Segundo esse método, sao trés as operagoes elementares sobre as linhas de uma

matriz.

i) Permuta da i-ésima e j-ésima linhas. (L; <> L;)

Exemplo: Ly — L3
1 0 1 0
4 -1+ |1-3 4
-3 4 4 -1

ii) Multiplicagao da i-ésima linha por um escalar nao nulo k. (L; — kL;)

Exemplo: Ly — —3L,

1 0 1 0
4 -1l —1-12 3
-3 4 -3 4

iii) Substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha. (L; —
Li+ kL)

Exemplo: Ly — L3+ 21,

1 0 1 0
4 —-1|l—=14 -1
-3 4 -1 4

Observagoes acerca das alteracoes sofridas pelo determinante:

a) muda de sinal a cada troca de linha de lugar;
b) quando multiplicamos as linhas por um escalar, o determinante fica multiplicado por

esse numero.

1.2.7 Escalonamento de um Sistema

Para escalonar um sistema, devemos seguir o roteiro abaixo:

1°: Escolhemos para primeira equagao aquela em que o coeficiente da primeira incognita

seja diferente de zero, preferencialmente igual a 1 ou -1;
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2°: Devemos anular o coeficiente da primeira incoégnita das demais equacgoes;

3°: Desprezando a primeira equacao, aplicamos os passos 1 e 2 até o sistema ficar esca-

lonado.

—r+y—2z=-9
Exemplo: Escalonar o sistema { 22 +y + 2 =6
—2r—-2y+z=1
Devemos anular o coeficiente de x na segunda e terceira equagoes. Para isso, subs-
tituiremos a segunda equagao pela soma dela com a primeira multiplicada por 2,
conforme segue:
—2x + 2y —4z = —18
(+)22+y+2=6
3y —3z=—12

¢ conveniente dividir por 3, logo temos y — z = —4;

E substituir a terceira equagao pela soma dela com a primeira multiplicada por (-2),

conforme segue:

20 — 2y + 42 =18
(+)—2r—-2y+2=1
—4y+52z=19

—x+y—2z=-9
y—z=—4
—4y +52=19

Substituindo a terceira equacao pela soma dela com a segunda multiplicada por

quatro:

dy — 4z = —16

(+) — 4y + 52 =19
z=3

Com isso, obtemos o sistema escalonado:

—x+y—2z=-9
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1.2.8 Sistemas Homogéneos

Um sistema linear é homogéneo quando o termo independente de cada uma de
suas equagoes ¢ igual a zero, isto ¢, quando todas as suas equagoes sao homogéneas. Ou,

escrito na forma matricial, temos Ax = 0.

Todo sistema homogéneo de n incdgnitas admite a solugao (0,0, --- ,0), pois essa
sequéncia ordenada satisfaz todas as equagoes do sistema. Essa é a solucao dita solucao

nula trivial ou impropria.

Observacoes:

Um sistema homogéneo ¢é sempre possivel, pois possui ao menos a solu¢ao nula.
Possuindo apenas a solugao nula, o sistema sera determinado.

Se além da solucao nula, houver outras solugoes, o sistema serd possivel e indeterminado.

Essas solucoes sao chamadas de préprias e nao triviais.

1.3 Recorréncias

1.3.1 Sequéncias

Defini¢ao 1.3.1 (Sequéncia). Uma sequéncia (a,) de nimeros reais é uma fungio f :
N — R, em que f(n) = a,, ou seja, cada n € N associa um nimero a, pertencente aos

reais, onde a, € chamado n-ésimo termo da sequéncia.

Uma sequéncia é denominada finita quando possui um ntmero limitado de termos,
caso contrario é chamada de infinita. Representamos essas sequéncias como (a, ag, -« - , a,)

e (aj,ag, - ,a,, ), respectivamente.

Nem toda sequéncia apresenta uma lei de formagao definida ou conhecida. Nos

casos em que tal regra é definida, ela pode ser representada das seguintes formas:

- Por meio de uma propriedade exclusiva. Exemplo: a sequéncia dos ntimeros primos,

(an) = (2,3,5,7,+).

- Por meio de uma expressao matematica que associa a cada n um determinado valor de

a,. Exemplo: a, =2n —1, (a,) = (1,3,5,---).

- Por meio de uma relacao de recorréncia (ver definigdo 1.3.2) que, a partir de um certo
termo, determina cada termo seguinte em funcao dos anteriores. Exemplo: a sequén-
cia em que o primeiro termo é a; = 3 e cada termo a partir do segundo ¢ dado por
an = 2an,_1+1,(a,) = (3,7,15,--+).
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1.3.2 Relacoes de Recorréncia

Definicao 1.3.2 (Relacao de Recorréncia). Uma relagao de recorréncia ou, como também
¢ chamada, uma equacao de recorréncia, € uma relacao que determina cada termo de uma

sequéncia, a partir de certo termo, em funcao dos termos anteriores.

Uma equagao de recorréncia na qual cada termo depende exclusivamente dos an-
teriores é dita homogénea. Se, além dos termos anteriores, cada elemento da sequéncia
estd também em funcao de um termo independente da sequéncia, a recorréncia é dita

nao-homogénea.

Observamos ainda que, para que uma sequéncia seja completamente definida
por uma relagao de recorréncia, ¢ necessario que sejam informados também os primei-
ros termos a partir dos quais os demais serao obtidos. Notemos que, na recorréncia
a, = 2a,_1 + 1, citada na Se¢do 1.1, se escolhermos o primeiro termo a; = 2, a sequéncia
torna-se (a,) = (2,5,11,...).

Defini¢ao 1.3.3 (Relagdo de Recorréncia Linear). Uma relagio de recorréncia é dita
linear quando a funcdo que relaciona cada termo aos termos anteriores € linear. Além
disso, € dita de primeira ordem quando cada termo da sequéncia é obtido a partir do

termo imediatamente anterior a ele, ou seja, quando a, estd em fungdo de a,_1.

Resolver uma relagao de recorréncia, significa encontrar uma férmula fechada para
a recorréncia, ou seja, uma expressao que fornega cada termo a,, da sequéncia em funcao

apenas de n e nao dos termos anteriores. Tal expressao é chamada solugao da recorréncia.

1.3.3 Relacoes de Recorréncia Lineares com Coeficientes Constantes

Nos ensinamentos de Lipschutz,

Uma relacdo de recorréncia de ordem k é uma fung¢do da forma a, =
D(an—1,0n-2," " ,an_k,n) isto é, onde o n-ésimo termo a,, da sequéncia
é uma funcdo dos k termos precedentes (e, possivelmente, de n). Em
particular, uma relacao de recorréncia de ordem k com coeficientes cons-
tantes é uma relacdo de recorréncia da forma a,, = Cia,_1+Coan — 2+
<-4 Cran—r + f(n) onde C1,Cy, - - -, C, sdo constantes com Cj # 0, e
f(n) é uma funcdo de n. (LIPSCHUTZ; LIPSON| 2004)

A recorréncia é dita linear pois nao ha poténcias ou produtos de termos a,, e os

coeficientes sdo constantes dado que nao dependem de n.

A relacao de recorréncia é homogénea quando f(n) = 0.
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1.3.4 Relacoes de Recorréncia Lineares Homogéneas
1.3.4.1 Relacdes de Recorréncia Lineares Homogéneas de Primeira Ordem

Uma recorréncia linear homogénea de primeira ordem ¢é do tipo:

ant1 = g(n)an
Onde g(n) e a, sao nao-nulos.

Substituindo cada termo na expressao seguinte, obtemos:

nt1 = a1.9(1).9(2).9(3)...9(n),
ou seja,

any1 = a1 [ 9(j)
j=1

Exemplo: Denominamos progressdo geométrica, toda sequéncia (a,) de termos
nao nulos, tal que o quociente Gnt1 é constante, Vn € IN. O quociente % é chamado de
razao e usualmente representadanpor ¢ de modo que uma vez definido onprimeiro termo,
todos os outros a partir do segundo sao obtidos multiplicando-se a razao ao termo anterior.

Com isso temos que a, = a1 - ¢"~! é a férmula do termo geral da Progressio Geométrica.

1.3.4.2 Rela¢des de Recorréncia Lineares Homogéneas de Segunda Ordem

Uma relagdo de recorréncia homogénea de segunda ordem com coeficientes cons-
tantes ¢ da forma

Uy = SAp—1 + lap—2
onde s e t sao constantes com t # 0, n € IN,n > 3, a; e as sdo dados.

A essa relagao de recorréncia associamos o polindmio caracteristico
Ax) = 2% — sz —t

cujas raizes sao chamadas raizes caracteristicas.

2_sx—t da relacdo

Teorema 1.3.1. Suponhamos que o polinémio caracteristico A(x) = x
de recorréncia a, = Sa,_1+ta,_o tem raizes reais distintas ry e ro. Entdo, a solucao geral

da relagao de recorréncia € a,, = c117 4 cary, onde c1 e cy sao constantes arbitrdrias.

2 _sx—t da

Teorema 1.3.2. Suponhamos que o polinémio caracteristico A(x) = x
relacao de recorréncia a, = Sa,_1 +ta,_o tem apenas uma raiz ro. Entao, a solucao geral

da relagao de recorréncia € a, = cir{ + canry, onde ¢ e ca sao constantes arbitrdrias.

Observacao: Nos teoremas 1.3.1 e 1.3.2 as constantes ¢; e ¢y sao unicamente

determinadas pelas condicoes iniciais.
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1.3.5 Relacdes Lineares de Recorréncia Nao-homogéneas

Uma recorréncia linear nao-homogénea de primeira ordem ¢é do tipo:

an+1 = g(n)a, + f(n)
, onde g(n) e f(n) sdo fungdes nao-nulas.

Exemplo:Analisando o caso particular: g(n)=1, a equagao assume a forma a,; =

a, + f(n). Podemos entao escrever:
ay = a1 + f(l)

a3 = a9 + f(2)

Qpt1 = Qp + f(n>
Somando os dois lados das igualdades, obtemos:

a1 = ar + f(1) + f(2) + ...+ f(n), ou seja, an1 = a1 + 35, f(5).

Desenvolvendo o caso particular em que f(n) = ¢, temos:

n
An+1 :a1+Zc

J=1

Qp+1 = Q1 tMN-c

Portanto,

a,=a1+(n—-1)-c¢

Esta relacao de recorréncia é chamada de progressao aritmética, pois (a,) possui
termos tais que a diferenca a,.; — a, é constante, Vn € IN. Essa diferenga é chamada
de razao e usualmente representada por r. Com isso, definido o primeiro termo, todos os

outros a partir do segundo sao obtidos acrescentando-se a razao ao termo anterior, isto é:

A relacdo a, = a; + (n — 1) - r representa o termo geral da progressao aritmética.

1.3.6 Relacdes Lineares de Recorréncia Genéricas

Dada a relagao de linear de recorréncia de ordem k genérica da forma

k
an = Crap_1 + Cotpg+ -+ + Crp_p = Z Citn—i

i=1
onde C,Cy, -+, Cy sdo constantes com C), # 0. O seu polindmio caracteristico é dado

por
k

8(x) = 2% — Ot — Gyt — o = O = 2 = Gt

=1
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De acordo com Seymour e Marc(LIPSCHUTZ; LIPSON]| 2004), se p(n) e ¢(n) sao
solugoes da recorréncia, qualquer combinacao linear ¢1p(n) 4 caq(n) também é solucao da
recorréncia. Além disso, se r é uma raiz de multiplicidade m do polindmio caracteristico
§(x) entdao r",nr .- ;0™ Ir" sdo solugoes da recorréncia e as seguintes combinagdes

lineares também sdo: c;7"™ + conr™ + - - + ¢ " = (1 +com+---+ Cmnmfl)rn-
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2 Tomografia Computadorizada

Nos tltimos quarenta anos, a Tomografia Computadorizada é um dos métodos mais
importantes de diagnodstico. Ela possibilita aquisicao de imagens paralelas e espacialmente
consecutivas, cortes axiais com melhor contraste entre os tecidos do que a radiografia
convencional, possibilitando a analise de regides que com outras técnicas, nao poderiam

ser observadas satisfatoriamente.

A partir da palavra “tomografia”, que tem origem grega nos termos: “tomos” que
significa “corte” e “grafia” que significa “imagem”, podemos intuir que tomografia é a

técnica de obtencao de imagens de cortes ou fatias do objeto estudado.

Para Rolci

Se entendermos a palavra tomografia como sinénimo para aqueles pro-
cessos ditos nao invasivos, isto é, os processos que permitem descrever
o interior de um corpo sem que seja necessario abri-lo, sua abrangéncia
transcende a area médica. Entretanto, é como técnica de diagnéstico
médico que esta palavra se popularizou.(CIPOLATTI, )

Sousa descreve a Tomografia Computadorizada como o processo de

Reconstruir a forma de um objeto através de medidas das intensidades
dos raios-X que o atravessam, conhecendo-se a intensidade do raio-X
imposto no processo e obtendo medigoes de sua intensidade de chegada
a um detector. Dependendo do caminho que os raios-X percorrem, estes
sao atenuados e a absorcao local é medida por um conjunto de detecto-
res(SOUSA; VERISSIMO; MACEDO, 2012)).

Em outras palavras, a Tomografia Computadorizada (T'C) é um meio nao invasivo
de obter imagens do interior de um corpo. Essas imagens sao obtidas a partir do exterior
do objeto pela medicao das intensidades dos feixes de raios-X que atravessam esse corpo.
As intensidades obtidas sdo processadas por um algoritmo computacional que as trans-
forma em uma imagem bi ou tridimensional(DECEZARO; OLIVEIRA; DECEZARO|
2012).

A TC é baseada nos principios da radiologia convencional, na qual os tecidos com
diferentes composicoes absorvem de maneira diferente a radiacao emitida pelo raio-X.
Dessa forma, é possivel obter uma imagem em escala de cinza, que retrata essas variacoes
de absor¢ao da radiagdo, onde cada pixel corresponde a média da absorcao dos tecidos

examinados.

Assim, para determinar a forma do objeto, é preciso irradia-lo por todas as dire-
¢oes, o que torna a solucao deste problema complexa, visto que envolve matematica, fisica

e computacao cientifica.
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Um sistema basico de um tomografo é composto pela unidade de escaneamento
(gantry) e pela estacdo de trabalho (workstation). Na unidade de escaneamento, temos
a mesa, onde o paciente serda posicionado, a fonte de raios X e os detectores, conforme

ilustrado na Figura 2]

Movimento ao
redor do paciente

» Fonte de raios X

—> Unidade de
escaneamento Gantry

> Mesa

Detector

Figura 2 — Representagao das partes basica de um tomégrafo

Caceres nos ensina que:

A imagem de TC é uma imagem digital. Toda imagem digital baseia-se
em trés conceitos basicos: detector, conversor analégico-digital e com-
putador. Um detector é um sistema que se destina a detectar variagoes
ambientais de alguma natureza. Em TC, o tipo de detector utilizado é
o detector de radiacdo. Assim, o detector de radiacdo é um dispositivo
que, colocado em um meio onde haja campo de radiacdo, é capaz de
indicar sua presenca.(CACERES, [2005)

Tanto a fonte de raios X quanto os detectores sao acoplados de maneira que de-
senvolvam rotacao em volta do paciente, que esta imével. Os feixes de raios X passam por
uma seccao axial do paciente e chegam aos detectores, os quais reconhecem a quantidade
de radiacao que foi atenuada pelo corpo, e armazena esta informagao em um computador.
Este sistema é chamado de conversor analégico-digital, pois transforma a radiagdo em um

valor digital.

A aplicagdo de equagoes matematicas sobre esses valores torna possivel a deter-
minacao de relagoes espaciais entre as estruturas internas de uma regiao selecionada do
corpo. Isso é feito com o uso de um software adequado, que reconstréi matematicamente
a imagem, a qual sera convertida em diferentes tons de cinza de acordo com a atenuagao

da radiacao em cada ponto.
Céceres define o processo de aquisi¢do de imagens TC conforme segue:
A aquisi¢do dos dados é feita a partir de miltiplas exposigoes da drea de

interesse por raios X. Conforme os aspectos fisicos-quimicos da estrutura
atravessada, a area de interesse é responsavel por diferentes graus de

L Figura disponivel em
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atenuacao do feixe de raios X, identificados pelos detectores de radiagao.
Os dados obtidos sdo calculados matematicamente pelo computador e
representados em tons de cinza na tela do monitor, conforme a natureza
dos tecidos atravessados no corte.(CACERES, [2005)

Os movimentos do paciente, objetos metalicos ou desbalanceamento dos detectores

podem gerar artefatos. Os artefatos, de acordo com Freitas(FREITAS)| 2013) sdo "Imagens

de estruturas ou padrao sem relagao com o objeto em estudo" e podem ser identificados

por sua apareéncia.

Um tomodgrafo convencional é aquele em que a cada exposi¢ao, a mesa movimenta-
se e para e logo da inicio a uma nova rotacao de fonte e detectores, conforme demonstrado
na Figura 37

Direcdo do paciente apés cada
sequéncia de escaneamento TC CONVENCIONAL

Movimento do conjunto Fonte de
raios X e Detectores no Gantry

Figura 3 — Representagdao do funcionamento do Tomégrafo Convencional

Este sistema apresenta o inconveniente de ser muito demorado e causar grande

desconforto ao paciente que deve permanecer imével por muito tempo.

2.1 Histéria da Tomografia

Segundo Freitas,

O advento da tomografia computadorizada (TC) é considerado uma das
grandes inovagdes no campo da radiologia desde o antincio dos raios
X, por Wilhelm Conrad Roéntgen, em 1895. Essa técnica de imagens
por sec¢do permite o diagnoéstico com melhor percepcao da area a ser
avaliada, aumentando as chances de assertivas quanto ao planejamento

de tratamento e ao controle. (FREITAS| 2013))

No final dos anos 50, ja estavam disponiveis para médicos e engenheiros os com-
ponentes para a construcao de um Tomografo Computadorizado. Entretanto, somente
em 1967, o processo tomografico como um todo foi apresentado pelo engenheiro britanico

Godfrey Hounsﬁeldﬂ cuja foto segue na Figura 4.

Figura disponivel em

Godfrey Hounsfield tr@balhava na empresa britdnica EMI Ltda. quando foram montados os primeiros
TC para teste.(IFA-TECNICO, [2017)

3
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{

Figura 4 — Sir Godfrey Hounsfield(esquerda) e Allan Cormack(direita)

Outro personagem importante no desenvolvimento da tomografia computadorizada

foi o sul-africano Allan M. Cormack, Figura 4 a direita, responsavel pela criacdo da

matematica necessaria para a reconstrucao das imagens tomograficas.

De acordo com Freitas (FREITAS, 2013)), a expressao “tomografia” foi utilizada

inicialmente em 1962 pela Comissao Internacional em Unidades e Medidas Radiologicas

(ICRU-International Comission on Radiologic Units and Measurements) para descrever

as formas de tomografia seccional de um corpo.

Em 1979, Cormack e Hounsfield receberam o prémio Nobel de Medicina por suas

contribuigoes para a Tomografia.

Tabela 1 — Tomografia Através do Tempo

1895 | Descoberta dos raios X por Rontgen

1917 | J. Radon publicou estudo sobre reconstrucao mateméatica

1924 | A. Cormack idealizou a reconstruc¢ao de imagem

1971 | G. Hounsfield desenvolveu o primeiro tomografo, conhecido como TC convencional.
1974 | Terceira geragao de tomografos

1977 | Quarta geracao de tomografos

1979 | Prémio Nobel para Hounsfield e Cormack

1987 | Introdugao da tomografia espiral

1991 | Tomégrafo Dual Slice

1998 | Tomégrafo Multislice - 4 secgoes simultaneas em menos de 1 segundo
2002 | Tomografo Multislice - 8 e 16 secgoes simultaneas

2004

Tomoégrafo Multislice - 32 e 64 secgoes simultaneas
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2.2 Geracoes dos Tomédgrafos Convencionais

De acordo com a classificacdo de Freitas (FREITAS| 2013)), sdo reconhecidas quatro

geracoes de tomografos convencionais:

e Primeira geragao: fonte e detector sao deslocados linearmente cerca de 1 grau
para cada nova aquisicdo. A intensidade do feixe é medida por um tnico detector.
Ao final, ha uma varredura de 180 graus ao redor do paciente. Assim, o tempo de

varredura é longo e a imagem apresenta um tnico plano de corte. Ver Figura 5El

Y
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Fonte
de raios X
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-

7 7 X Tt 7
iy / ////
o Y

»_,

[ _______ s Detector

Figura 5 — Tomografo de Primeira Geragao

e Segunda geracao: obedecia ao mesmo regime de trabalho da geracao anterior,
com aumento no nimero de detectores. Um feixe ou leque de raio reduz o ntiimeros
de incrementos angulares necessarios para a varredura. Isso possibilitou redugao
consideravel do nimero de posicionamentos, passando de 180 graus para 6. Houve

reducao no tempo de varredura e, consequentemente, no tempo de exame. Ver
Figura dﬂ

Figura disponivel em (FREITAS| 2013
°  Figura disponivel em (FREITAS, 2013
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Fonte
de raios X

Figura 6 — Tomégrafo de Segunda Geragao

e Terceira geragao: apresentou como diferencial a conformacdo em arco mével do
conjunto de detectores que, juntamente com a fonte de raios X, descreviam um giro

de 360 graus em torno do paciente. Ver Figura 7ﬂ

Fonte de

Detector

Figura 7 — Tomografo de Terceira Geragao

e Quarta geracao: foi implementado o anel de detectores fixo. Houve uma melhora
significativa na imagem, diminuindo a geracao de artefatos devido a problemas

mecanicos. Ver Figura

6 Figura disponivel em (FREITAS,[2013
7 Figura disponivel em (FREITAS, 2013
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Fonte de

raios X
Detector ‘l'.ﬂ'
estaciondrio “‘ ] '."

Figura 8 — Tomégrafo de Quarta Geracao

e TC Dual Source: Surgiu uma nova geragao de tomoégrafos, segundo Freitas(FREITAS,
2013)), denominada TC Dual Source, que emprega dois arranjos de fonte e detectores

na mesma unidade de escaneamento. Ver Figura 9

Fonte de raios X1
Movimento

Fonte de raios X 2

Movimento

"‘"Q‘" 4> Gantry

LA

A XL DR

o,

> Mesa

Detector1

> Detector 2

Figura 9 — Funcionamento do TC Dual Source

2.3 TC Espiral ou TC Helicoidal

Considerada de quinta geracao, foi criada em 1989, com o objetivo de melhorar
os tomégrafos, a tecnologia de TC espiral ou TC helicoidal. A principal diferenca estéd
no movimento simultdneo da mesa, dos detectores e da fonte de raios X. Com isso, o
tempo de exame diminuiu e a qualidade das imagens melhorou através da interpolacao

dos cortes. Nesse processo, a aquisi¢ao da imagem ¢ feita de forma ininterrupta. Os cortes

8  Figura disponivel em
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sO aparecem apdés o tratamento pelo computador, que monta as imagens. Ver Figura 1(ﬂ

Diregao do transporte
continuo do paciente TC ESPIRAL

Movimento do conjunto Fonte de
raios X e Detectores no Gantry

Figura 10 — Funcionamento do TC Espiral

Nessa categoria tem destaque os trés tipos de tomégrafos abaixo:

e Single slice (“uma fatia”): Esse tomodgrafo apresenta ideia semelhante a do
TC convencional, contando apenas um detector e uma fonte para escaneamento
do paciente, mas com o movimento simultdneo da mesa gerando um intervalo de

reconstrugao de imagens.

e Dual slice (“duas fatias”): conta com dois detectores paralelos entre si e opostos
a fonte de raios X, o que torna possivel a aquisicao de duas sec¢oes de imagem por

rotacao.

e Multislice (“miultiplas fatias”): contavam inicialmente com quatro secgoes si-
multaneas, que completavam uma rotagao em menos de um segundo e a cada volta
geravam quatro imagens distintas. Atualmente, existem aparelhos com capacidade

para 256 e 320 secgoes por rotagao.

2.4 TC por Canhao de Elétrons

O EBCT (Eletronic Beam Computed Tomography - Tomografia Computadorizada
por Canhao de Elétrons) é um dos modelos mais modermos de tomografo. Esse aparelho
nao possui um tubo de raio X ou ampola. O feixe de fétons é gerado ao ar livre, sem
confinamento, a partir de um canhao de elétrons, que faz as vezes do catodo, vejamos a

Figura 11.

9 Figura disponivel em (FREITAS, 2013)
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Figura 11 — TC por Canhao de Elétrons

Nesse modelo, o canhéo acelera os elétrons, que sao desviados por um conjunto de
bobinas no caminho até o alvo. O alvo a ser atingido é um dos anéis de tungsténio que
circulam o paciente na parte inferior da mesa. Ao atingirem o alvo com energia suficiente

ocorre a geracao dos raios X.

A vantagem dessa tecnologia é nao possuir partes méveis, que limitam a velocidade

de geracao de imagens em tomografos giratorios.

2.5 PET-Scan

PET Scan significa tomografia por emissao de pdsitrons (Positron Emission Tomo-
graphy) e consiste em um método de diagnéstico por imagem que permite o mapeamento

de diferentes substancias quimicas radioativas no organismo.

A PET Scan une os recursos da medicina nuclear e da radiologia, uma vez que
sobrepoe imagens metabdlicas as imagens anatomicas, produzindo assim um terceiro tipo

de imagem.

A principal vantagem da PET Scan sobre os demais exames é que ela permite medir
a atividade metabdlica de lesoes, podendo mostrar a presenca de alteracoes funcionais
antes mesmo das morfologicas, permitindo um diagnostico ainda mais precoce de doengas

neoplésicas.

No preparo para o exame, o paciente recebe uma injecao de glicose ativada por
um elemento radioativo (quase sempre flior radioativo) e, cerca de uma hora depois, é
submetido a uma tomografia computadorizada, na qual serao tomadas imagens do corpo

inteiro, durante meia hora aproximadamente.

Os sinais de radiacao emitidos pelo elemento radioativo sao captados, determi-
nando os locais onde hé presenca deste aguicar, o que indica que neste local ha um meta-
bolismo acentuado. Em regra, esses locais sdo regioes do cérebro em intensa atividade e o

coracao, mas também podem ser tumores. As regioes onde ha maior presenca do agucar
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sao marcadas em tons de vermelho.

Além do diagnostico precoce de tumores, a PET Scan pode auxiliar no diagndstico

do mal de Alzheimer, conforme Figura 12E|:

Figura 12 — PET Scan do Cérebro Normal X PET Scan do Cérebro com Alzheimer

2.6 Tomografia por Impedancia Elétrica (TIE)

A técnica de tomografia por impedancia elétrica (TIE) é um método de imagea-
mento nao invasivo, que nao usa radiacao, no qual sdo utilizadas informacoes elétricas para
formar imagens de uma sec¢ao transversal do interior de um corpo. Para a obtencao das
imagens através da TIE, é necessario alocar eletrodos no contorno de uma determinada

regiao do objeto, em conjunto com uma fonte de corrente, conforme Figura lﬂ

Figura 13 — Tomografia por Impedancia Elétrica

A fonte de corrente utiliza dois dos eletrodos alocados no contorno para energizar o
interior do dominio e obter imagens de um plano transversal do corpo através das medidas

10 Fonte da Imagem: Wikimedia Commons. (]WIKIMEDIAL |2013D
1 Fonte: Tomografia de Impedancia Elétrica.
Disponivel em: http://www.medicinaintensiva.com.br/impedancia-toracica.htm
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dos potenciais elétricos dos demais eletrodos. Os pixels da imagem representam o valor

da impedancia ou condutividade desse corpo em determinada posi¢ao do plano analisado.

Segundo Jefferson Santana Martins(MARTINS| 2017)), uma das vantagens apre-
sentadas pela TIE, é um possivel ganho de contraste da imagem em relagdo a outras
técnicas de imageamento nao invasivo, como a tomografia computadorizada, que utiliza
raios X para obtencdo de imagens. Além disso, mais vantagens sao sua portabilidade,
facilidade de manutencao e preco do equipamento para obtengao das imagens. Como nao
utiliza radiacao ionizante, o equipamento de TIE pode ser mantido conectado ao paciente
por longos periodos de tempo sem apresentar danos a ele ou terceiros. Apesar dessas van-
tagens, a TIE necessita melhorar a resolucao espacial das imagens produzidas e diminuir o
tempo computacional necessario para a reconstrucao das imagens devido a complexidade

dos algoritmos utilizados.

A TIE pode ser aplicada em diversas areas, tais como Medicina, Geofisica, Ciéncias

Ambientais, Quimica, Engenharia e em testes nao destrutivos em materiais.

No corpo humano ela pode monitorar a apnéia, a funcao esofagica e gastrointesti-

nal, o fluxo sanguineo do coragao e a detectar o cancer.
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3 Modelagem do Problema de Tomografia e

Solucao

3.1 Problemas Inversos

Caracterizar um problema como direto ou inverso é uma questao arbitraria. A
maior parte do desenvolvimento matematico € feita por meio de problemas diretos, ou seja,
aqueles que contém informagoes suficientes para encontrar uma soluc¢ao tnica, estavel e
bem definida. Podemos utilizar como exemplo de problema direto uma fungao f(z) = Az,

na qual para cada valor de x obtemos um tnico valor para f(x), dada uma constante A.

Por outro lado, a definicdo de problemas inversos nao é tao simples. A partir de
um problema direto, podemos visualizar dois problemas inversos. O primeiro deles ¢ a
relacao causa-efeito, cuja solugao pode ser obtida através do calculo da inversa, quando o
modelo puder ser invertido, e o segundo problema inverso é a identificacdo do modelo, a

partir de valores de entrada e saida.

O operador A pode ser definido como uma matriz ou como um operador linear
ou nao-linear. Geralmente, os problemas inversos possuem solugoes instaveis e de dificil
solugdo numérica. (SOUSA]| 2009)

Representamos um problema por equagoes do tipo

A(p)r =y,

onde y é chamado de output (ou efeito), x é dito input (ou causa) e A(p) é o sistema de

parametros.

Em outras palavras, de acordo com (DECEZARO, 2010)), um problema inverso

pode aparecer das seguintes formas:

1. O problema de reconstrucao: Dado o sistema de parametros e observado o output

(efeito), encontrar que input (causa) corresponde ao output.

2. O problema de identificagdo: Dados input (causa) e output (efeito), determinar o

sistema de parametros que relacionam o input ao output.

E importante destacar que um problema inverso pode ter solug¢do tnica, varias
solugoes ou nenhuma solugdao. Um sistema matematico capaz de produzir solucao tnica
para um problema inverso a partir de dados insuficientes necessita incorporar informa-

¢oes adicionais. Essa é a razao pela qual um conjunto de informagdes iniciais pode gerar
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resultados diferentes se submetido a algoritmos diferentes. Portanto, essa insercao de in-
formacoes é arriscada e devemos respeitar os seus limites de aplicabilidade e as suposi¢oes

relativas ao caso.

Problemas inversos, que envolvem a determinacao de uma causa desconhecida, a
partir de um efeito dado, medido ou observado, possuem vasta aplicabilidade em varias
areas da ciéncia. Como exemplos podemos citar a tomografias, eletrocardiologias e ultras-
som em imagens médicas; exploragoes cismicas, deteccao de petroleo, sedimentos e outras
riquezas em geofisica e ciéncias ambientais. Nessa lista podemos incluir aplicagoes na

engenharia, na fisica, quimica, biologia, finangas quantitativa, etc.(DECEZARO), 2010)

Para resolvermos um problema inverso, precisamos:

a) Ter dominio experimental e tedrico dos processos envolvidos;

b) Poder modelar matematicamente o problema;

c) Ter dominio experimental e teérico do problema direto;

d) Entender as informacoes relacionadas ao problema inverso;

e) Desenvolver algoritmos para solugdo numérica do problema inverso.

Um problema é chamado bem colocado, segundo o matematico francés Jacques

Salomon Hadamard (1865-1963), quando satisfaz as seguintes condigoes:
a) Existéncia: A solugao deve existir;

b) Unicidade: A solugao deve ser unicamente determinada pelos dados;

c) Estabilidade: A soluc¢ao deve depender continuamente dos dados.

Se qualquer uma dessas condi¢des nao for satisfeita, temos um problema mal co-

locado.

Do ponto de vista académico, a importancia de estudarmos problemas inversos é
o fato de desenvolvermos o habito de pensar inversamente, o que possibilita analisarmos
os problemas por diversos lados, diferente do que ocorre quando lidamos apenas com

problemas diretos.

3.2 O Problema de Tomografia

Sendo o objetivo da Tomografia Computadorizada a determinacao da estrutura
interna de um corpo a partir das medidas de radiagdo que o atravessa, precisamos entender

o comportamento da radiacao ao atravessar esse objeto.



Capitulo 3. Modelagem do Problema de Tomografia e Solu¢do 53

Analisando fisicamente, um raio ao passar por um obstaculo tem sua intensidade
atenuada. Essa atenuacao é medida pelo detector que esta do lado oposto a fonte de
emissao do raio. Se considerarmos um obstaculo homogéneo, podemos entao modelar a

absor¢ao através de um tnico coeficiente p.(CHIELLE] 2012)

Se, para melhor entendimento, tomarmos o caso simplificado, em que temos apenas
um feixe de raio X em forma de reta, L, atravessando uma regido €2, com intensidade
aplicada [y e com [ intensidade final, apds passar por €2, teremos a estrutura ilustrada

pela Figura 14:

Ig
L

Figura 14 — Raio-X incidente

n N+ An

Figura 15 — Atenuacao do Raio-X

Por meio deste esquema, podemos intuir que a atenuacao total da intensidade I

do raio-X , apés percorrer a distancia An através de um corpo, é dada por:
I(n+ An) = I(n) — p(n)I(n)An

Podemos entao, dizer que a intensidade da radiagdo remanescente no ponto n+ An
¢ igual a intensidade da radiacdo I em 7 menos a quantidade de radiagdo absorvida por

1 vezes a intensidade I em 7 vezes a distancia percorrida An.

Reescrevendo essa equagao, obtemos:

I(n+ An) —I(n)
An

= —pu(n)I(n)
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Suponhamos A infinitesimal e calculando limite, obtemos:

i L+ An) —I(n) _ dI
1m =
An—0 An dn

Dai chegamos a seguinte equacao diferencial ordinaria:

dr

- —p(n)1(n) (3.1)

Precisamos identificar em que condig¢bes essa EDO possui solucao e se é unica.
Para isso, vamos analisar o Teorema da Existéncia e Unicidade de solu¢oes para EDOs

ou, como também é conhecido, Teorema de Picard-Lindelof.

Teorema 3.2.1 (Teorema da Existéncia e Unicidade de solugoes para EDOs). Seja

g:o—a,lo+a] x[xg—bxo+b =R
((z),z) = g(I(z), )
tal que g(I(z),x) é uma fungao continua com relagio a x e Lipschitz com relagao

a I(z), isto € |g(I(z), ) — g(I(y),y)| < L{I(z) — I(y)|,V I(z),I(y) € R para algum L

positivo. Entao o problema do valor inicial

& (@) =g(I(2),)
[(l’o) = ]0

possui uma unica solugao no intervalo [xg — h,xo + h).

Demonstracao: ver (BOYCE; DIPRIMA, [2008)).

Observando a EDO (3.1), percebemos que g(1(n),n) = —u(n)I(n). Agora precisa-

mos mostrar que a solucao ¢ unica. E para isso utilizaremos o resultado abaixo:

Teorema 3.2.2. Suponha que p seja limitada em 2. Entdo, a EDO (3.1) possui uma

unica solucao.

Demonstracao: Mostrar que g(I(n),n) = —u(n)I(n) satisfaz a condigao de Lips-
chitz. De fato,

lg(L(n),m) — g(L(y),m)| = | — un)I(n) + u(n)(y)|
= |u(m|{(n) — I(y)]
< L{I(n) — I(y)|

onde L é tal que |u(n)| < L, Vn € Q. [ |
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J& que sabemos as condigoes para EDO (3.1) ter uma unica solu¢ao, podemos
continuar a resolugao da equagao. Para isso, aplicaremos o método da separacao das

variaveis e integraremos ao longo da reta L, assim, temos:

Inl = —/L;L(n)dn +c (3.2)

Aplicando a exponencial em ambos os lados de (3.2), temos

I =ciexp <—/Lu(n)dn>

e, com a condigao inicial I(0) = Iy, obtemos

I = Ipeap (— /L u(n)dn> (3.3)

onde L é o comprimento do feixe, I é a intensidade inicial do Raio X e p é o coeficiente

de absorcao.

A equagao (3.3) é conhecida como lei de Beer ou lei de Beer-Lambert ou lei de
Beer-Lambert-Bouguer. Segundo Marcus Mendes, "A intensidade da luz emitida decresce
exponencialmente a medida que a espessura do meio absorvente aumenta aritmeticamente
(MENDES| 2017)". No caso em estudo, essa lei diz que o raio X é atenuado exponencial-

mente ao longo de L. Aqui os efeitos dos espalhamentos sdo despreziveis.

Com isso, a atenuacao do raio-X durante o processo é dada por:
1
P(L) = ~tn (1) = [ utmdn (3.4)
0 L

As projegoes P(L) podem ser medidas sobre uma quantidade finita de retas L.
Dessa forma, podemos obter duas formas de geometria, de acordo com o modo com que

tais medidas sao feitas, conforme segue:

a) Modelo de escaneamento paralelo: um conjunto de integrais de linhas é obtido em
um conjunto de retas L; paralelas e igualmente espacadas. Nesse modelo, uma tnica
fonte de emissao e um tunico detector se movem em um angulo pré-determinado

durante o processo, como pode ser visto na Figura 16.
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Figura 16 — Modelo de escaneamento paralelo

conforme figura 17.

b) Feixe em forma de cone de raios-X: A fonte circula o objeto e as intensidades sao
medidas por uma linha de detectores, simultaneamente, a cada posicao da fonte,

-

-
e -

Figura 17 — Feixe em forma de cone de raios-X

Nesses dois modelos, para reconstruir a imagem bi-dimensional, os feixes de raio-X
e os detectores sao rotacionados paralelamente por um angulo 6 € [0,7), de modo que

todo o corpo seja escaneado. Podemos, entao, reescrever P(L) em fun¢do da posigao da
fonte ou da localizacao do detector ¢ e do angulo de projecao 6.

PoE) = [ n(&m)dn (35)

A equacao (3.4) é uma integral de linha ao longo do segmento de reta L, que

descreve a posicao ¢ da fonte de raio-X e do respectivo detector com um angulo de
projecao 6 em relacao ao plano de coordenadas (z,y), conforme Figura 18.
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Iy

Figura 18 — Mudanga de varidvel. Figura disponivel em (BUZUG, 2008)

Os valores do coeficiente de atenuacao devem ser uma fungao de coordenadas fixas
X = (z,y). Para isso precisamos estabelecer uma relagao entre os sistemas de coordenadas
(£,0) e (z,y). Definimos entdo o vetor 6 = (cos, senf) € S*, onde S* é uma circunferéncia

de raio unitdrio, e #+ o vetor unitario ortogonal a 6. Dai temos:

¢ = xcos(0) + ysen(f) (3.6)

n = —xsen(0) + ycos(6)

Substituindo (3.6) em (&, n), obtemos o coeficiente de atenuagao nas varidveis
X = (z,y) definido por

F(X) = p(zcost + ysend, —rsend + ycosh).

Considerando I, = 1 e parametrizando a reta L como X.0+ = s onde 0 =
(cosl, senB) e 6 € [0, 27), Obtemos:

Py(€) = Rf (8, s) = /X L fdi= /R F(s0* + t0)dt,

onde o operador R é chamado Transformada de RadonEl bi-dimensional de f.

O problema inverso associado a Tomografia Computadorizada tem por objetivo

encontrar uma aproximacao para a distribuicdo de densidade f, a partir dos valores

1 B uma aplicacio que leva funcoes de (z,y) € R em funcdes de (6, s) € S' x R.
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obtidos por meio de secoes transversais em diferentes angulos da regiao 2. Em outras

palavras, o problema inverso consiste em inverter o operador R.

A existéncia de uma féormula inversa para o problema de Tomografia Computado-
rizada em casos especiais ¢ garantido pelas propriedades da Transformada de Radon, que

seguem.

A primeira propriedade importante é a linearidade, garantida no proximo Lema:

Lema 3.2.1. A Transformada de Radon R € uma aplicagdo linear.

Outro resultado importante e utilizado nos métodos de reconstrugao é o Teorema
das Fatias de Fourier que diz que para cada direcdo # dada, a Transformada de Radon
fornece a integral de f sobre todas as retas paralelas a 6. Caso as oscilagoes de f na

direcdo 6 forem perdidas, o mesmo nao ocorrera com suas ortogonais 6+ (DECEZARO;

OLIVEIRA; DECEZARO] 2012).

Segundo Mauricio Fernando Lima Pereira, o Teorema das Secgdes de Fourier é a
base das técnicas de reconstrucao para a maioria dos algoritmos. Segue deste teorema, que
a partir dos dados das projecoes, é possivel estimar a imagem executando a transformada
inversa bidimensional de Fourier (PEREIRA| 2007).

Teorema 3.2.1 (Teorema das Fatias de Fourier). Seja f uma fungao suave. Entao, para
todo 0 € S* temos que
(Rf(0,9))(k) = f(k6"), keR.

A injetividade da Transformada de Radon é garantida pelo Corolario a seguir:

Corolario 3.2.1. Seja f € L*(R™). Entdo, Rf(0,s) =0 se, e s6 se f(0,s) = 0.

Por fim, o teorema que define a Transformada de Radon como sobrejetora:

Teorema 3.2.2. A Transformada de Radon € uma aplicacdo bijetora. R : S(R") — M :=
S(S" ! x R): F satisfaz F(0,s) = F(—0,—s) e [z s™F(0,s)ds = P,(0).

Para a obtencao da féormula de inversao para Tomografia Computadorizada, utili-
zaremos a relagao entre a Transformada de Radon e a Transformada de Fourier, provada
no Teorema das Fatias de Fourier. Assim, para encontrarmos uma expressao para !
temos que considerar o caso n par e n impar.(DECEZARO; OLIVEIRA; DECEZARO,
2012))

Teorema 3.2.3. Seja n > 1 émpar. Entdo, para f € S(R")

flz)= Q—H(iﬂ_)1_n/ gn—1

gn-1 Ogn—1

onde 6 = (cos(0), sen()) € S* e 6 € [0, 2pi).

R0,z 0)dS, (3.7)
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Sobre essa férmula, é importante destacar o fato de que para obtermos f(xg), é
necessario conhecer os valores de (6, s) para s = 0-z,. Isso significa que nao precisamos
conhecer as integrais de f ao longo de todas as retas L(6, s), mas apenas as que distam

0 - x¢ da origem.

Quando n for par, nao poderemos utilizar o Teorema das Fatias de Fourier, pois

sO é valido quando n for impar. Nesse caso utilizaremos a Transformada de Hilbert:
Definigao 3.2.1 (Transformada de Hilbert). Sejam f € S(R). Entdo

yop [ 1O

RS—1

dt,

onde v - p significa o valor principal de Cauchy, que neste contexto é dado por

vep- f(t)dt:lim/s_e SO gy [ 10 4

RS—1 =000 §—1 ste S —1

Teorema 3.2.4. Seja n > 1 par. Entdo,

f(@)=27(m) [

S

. (anlfm f> 0,z - 0)dS. (3.8)

Osn—1

Observando as equagoes (3.7) e (3.8), percebemos que ambas envolvem derivadas
de ®f. Isto é uma indicacdo de problema mal-posto. Portanto, devemos considerar

métodos mais adequados que a invertibilidade direta da Transformada de Radon para a

reconstrugao da imagens (DECEZARO; OLIVEIRA; DECEZARO) 2012).

O préximo resultado é util para deduzirmos uma férmula explicita para R®~1 para

o caso especial n = 2.

Teorema 3.2.5. Seja f € C*(R") tal que f(z) — 0 mais rapidamente que qualquer
polinémio. Se Rf(0,s) =0 para |s| > p entao f(x) =0 para ||z|| > p.

Contudo, a qualidade da imagem tomografica esta diretamente relacionada ao
processo de aquisi¢ao, as caracteristicas do equipamento e seus ajustes. Um conjunto de
parametros, com o qual se obtém o maximo de detalhes para uma certa amostra pode
reduzir a visibilidade de diferengas em outros corpos (PEREIRA] 2007).

3.3 Caso Discreto

Na pratica, é impossivel obter a integral de linha de f em todas as dire¢oes. E o
conjunto de informagoes obtidas num processo de tomografia sao valores da transformada

de Radon medidos por N detectores.

Segundo De Cezaro,
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As limitagoes fisicas do processo de medig¢do implicam em uma discre-
tizacdo da imagem tomografica. O tamanho e o nimero N de pixels,
dentro do campo de visdo que devem ser reconstruidos, consistem de
um vetor de variaveis desconhecidas f; para j = 1,...,N. Os f; sdo
os coeficientes de atenuacao. [...] Fisicamente, cada raio-X possui uma
espessura. Quando o feixe de raio-X passa pela regiao (2, temos que
levar em conta quanto o pixel a ser reconstruido é afetado pelo feixe.
Para este propésito, sao introduzidos pesos que refletem a relagdo en-
tre a area iluminadapelo feixe de raio-x com relacdo a area total do
pixel(DECEZARO; OLIVEIRA; DECEZARO, [2012)

A figura 19 representa esquematicamente uma imagem ser reconstruidaﬂ

el
Gl

7o

Pi
Figura 19 — Tomografia discreta e feixe de raios-X
O peso de a;;, para um feixe de espessura A¢ é determinado pela relacao
area tluminada do pixel j pelo raio i
Q35 = (39)

area total do pixel j

Dessa forma, em um conjunto de f;, j = {1, ..., N}, densidades a serem determina-
das e dado um conjunto de i = {1, ..., M } raios-X medidos, com intensidade p;, chegamos

em um sistema de M equagdes lineares com N coeficientes

N
Zaijfj = Pi Z:{]_,,M}
j=1

Na forma matricial, representamos o sistema por:

Af =p,

na qual a matriz A = (a;7)mxn pode ser considerada como a caixa preta da maquina de

tomografia.

2 Figura disponivel em(DECEZARO; OLIVEIRA; DECEZARO, 2012)
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Comparando as equagoes P(£) = Rf(0,5) = [xgi_s fdl = [5 f(s60F + t0)dt e
Af = p, concluimos que

A f =
I 1 =1
R f(,s) = /fdl

As principais dificuldades de reconstrugdo no modelo discreto sao:

a) A necessidade de condigoes ideais para que o sistema py(§) = Rf(0,s) = [y g1, fdl =
Js f(s0F + t0)dt possua solugio exata. Isso ndo ocorre com dados reais, dada a
presenca de ruidos e, portanto, conseguimos apenas uma solugao aproximada desse

sistema;
b) Em geral, a matriz A é ndo-quadrada, e por isso o sistema é mal-posto;

c) Como A néo possui um estrutura simples é dificil determinar uma maneira de resolver

o sistema de forma eficaz e com baixo custo computacional;

d) Na pratica A é muito grande, o que inviabiliza a aplicagdo de métodos diretos de

inversao que sao computacionalmente muito custosos.

3.4 Resolucao Através de Recorréncia

Seja a equacao da atenuacao total da intensidade I do raio X, apds percorrer a

distancia An de um corpo:

I(n+ An) = I(n) — Anu(n).1(n)

Podemos aproximar a solucao desse esquema para o caso discreto através de uma

relacdo de recorréncia. Para isso, devemos reescrever essa equacao de modo conveniente:
I(n+1) = I(n)(1 — Anpu(n))

Ao observarmos atentamente, notamos que a relagdo acima é muito parecida com

a relagdo de recorréncia linear homogénea de primeira ordem do tipo:

Ant1 = g(n>am

cuja solucao é

ans1 = a1 [ 9(4).

j=1
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Assim, a solugao por recorréncia da equacao da atenuacgao total da intensidade [

do raio X em uma distancia n é dada por:

n

Loy =1 - T = Aju(y)).

=1

3.5 Resolucao Através de Matrizes

Seja Af = p, um sistema na forma matricial, onde A é uma matriz de ordem n,
chamada matriz do sistema, f é uma matriz de dimensao n x 1, formada pelas incognitas
dos sistema e finalmente, a matriz p, de dimensao n x 1, é formada pelas intensidades dos

raios X medidas. O sistema é, entao, representado da seguinte forma:

a1 Q12 - Qin S P
Q21 Q22 -+ Q2q fa D2
. — ’
An1 Ap2 - Qpp fn Pn
onde
a1 Q2 - Alp f Y4
Q21 Q22 -+ Q2p fa D2
A= =1 e =
Ap1 Ap2 - Qpp fn Pn

Se o determinante da matriz A é diferente de zero, a matriz A possui inversa A1,

Assim podemos calcular f da seguinte formas:

Af=p & ATAf=A"lp o f=A"p

Desse modo, para calcularmos a matriz das incognitas f, multiplicamos a inversa

da matriz A, A~!, pela matriz coluna dos termos independentes, obtendo outra matriz
coluna de mesma dimensao de f.

Em casos praticos, onde a matriz A possui dimensao muito grande, pode se tornar
muito complexo o calculo da inversao de A. Nesse caso, podemos resolver esse sistema

por meio da Regra de Cramer.
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4 Aplicacao para Sala de Aula

4.1 Planejamento da Atividade

Num primeiro momento devem ser relembrados conceitos basicos da matematica,
como matrizes, sistemas e recorréncia. Feito isso, deve ser apresentada uma breve expla-
nagao acerca da Tomografia Computadorizada, enfatizando seu conceito e onde a mate-
matica se encaixa nessa tematica. Posteriormente, devem ser propostos exercicios para a

resolucao de problemas inversos, simulando o processo da tomografia.

Essa atividade deve ser desenvolvida, preferencialmente, em uma turma de segundo

ano do Ensino Médio, a qual ja tenha estudado sistemas lineares e matrizes.

4.1.1 Problemal

Consideremos que os objetos submetidos ao nosso tomografo simplificado sejam
matrizes compostas por 0 e 1 (branco ou preenchido), que cada raio X é atenuado pelo
valor total de cada célula, e que sao informados os totais de atenuacgao de raio X. Assim,

desejamos reconstruir essas matriz por meio das informagdes fornecidas abaixo:

a)

Raios X

Raios X RESPOSTA

— =

1]

Solucao: Montando os sistemas lineares a partir dos raios X, obtemos:
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a1 + ag + a3 =
Q21 + Q22 + Q23 =
azy + agz + azz =
a1l + a1 + az =

12 + Qg2 + Az =

—_ W = = W

a13 + ag3 + asz =

Possuimos 6 equagbes e 9 incégnitas. Em uma andlise superficial, poderiamos
acreditar que trata-se de sistema incompleto. Entretanto, estamos trabalhando com um
problema inverso do qual sabemos que seus elementos sao 0 e 1. A partir dessa informagao,
considerando as equagoes

a1 + A + a3 = 3
a2 + agy + asy = 3,

temos:

A1 = A3 = A3 = Q12 = a3z = 1.

Substituindo esses valores no sistema, chegamos:

a1 +1+a3=1= a1 = —a3
az1 +1+ags =1= az = —as3
an +1+az3 =1= a3 = —asn

a3 +1+ass=1= a3 = —ass

Sabendo que a matriz é preenchida apenas por zeros e uns, as igualdades acima

s6 sao validas quando seus termos forem zeros. Portanto, a matriz procurada é:
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b)

RESPOSTA

Solucgao:

Montando os sistemas lineares a partir dos raios X, obtemos:

a13:0

a1z + a3 = 2

ay; + ag +asz =3
ag1 + azy = 2

az; =0

Possuimos 5 equagbes e 9 incégnitas. Em uma analise superficial, poderiamos
acreditar que trata-se de sistema incompleto. Entretanto, estamos trabalhando com um
problema inverso do qual sabemos que seus elementos sdo 0 e 1. A partir dessa informacao,

considerando as equagoes

a1z + a3 = 2
a1 + Q99 + azz = 3

a1 + aga = 2

temos:

(11 = G2 = G33 = Q12 = (23 = A1 = Azz = 1.
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aj3 = agy =0

Portanto, a matriz procurada é:
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4.1.2 Problema 2

Consideremos que o objeto submetido ao nosso tomoégrafo simplificado seja uma
matriz 2 X 2, cujos elementos sao nimeros reais. Cada raio x, ao passar por uma célula
tem sua intensidade atenuada pelo valor desse termo da matriz, conforme representado

na figura abaixo:

"
<
.

Com base nessas informagoes, desejamos obter o sistema linear que soluciona esse

problema bem como suas possiveis solugoes.
Solucao 1: Montando o sistema linear a partir dos raios X, obtemos:
a1 + @12 + a1 = 9

a1z + ag + az = 15

a1 +(112 =6

a1 + age = 11

Representando na forma matricial:

1110\ fan 9
01 11| fan|_ |15
1100| |an 6
0011 22 11

Como a matriz do sistema é quadrada de ordem 4, podemos aplicar a Regra de

Cramer para resolver o sistema. Para isso, devemos calcular o determinante de

1 110

0111
A—

1 100

0011
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Calcularemos o det A usando o desenvolvimento de Laplace

4
detAsxa = a;;(—1)" det Aij

=1
Escolhemos a linha ¢ = 4, assim temos:

detA = a41(—1)4+1.detA41 + G42<—1)4+2.d€t1442 + a43(—1)4+3.det1443 + a44(—1)4+4.det1444

Como ay4; = 0 e ago = 0, nao calcularemos os cofatores A4 e Aye, portanto

detA = a43(—1)7.detA43 + G44<—1)8.d€tA44

detA = detA44 — d€tA43 (41)

Obtemos as matrizes A3 e Ay a partir de A, excluindo a linha 4 e as colunas 3 e

4, respectivamente, assim:

1 10 1 11
Az=10 1 1 e Au=10 1 1
1 10 1 10

Como Ay e detAys sao matrizes 3 X 3 podemos aplicar a regra de Sarrus:

110
011
detA =1 1 0| =(1.1.04+01.1+1.1.0)— (0.1.1+1.1.040.1.1) =0
011
110
111
011
detAy =11 0| =(11.04+011+11.0)— (1.1.1+1.1.040.1.1) = —1
011
110

Substituindo Ay e detAyz em (4.1):

detA = detA44 — detA43 =—1-0=-1

Como detA # 0, o sistema é possivel e determinado (SPD) e a solugao é

. thAl detAg detA3 thA4
| detA’ detA’ detA’ detA [’
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9 110 1 9 10 119 0 111 9
15 1 11 0 15 1 1 01 15 1 01 1 15
onde A; = , Ay = , A = eAy = )
100 1 6 00 11 6 0 110 6
11 0 1 1 0 11 1 1 0 0 11 1 0 0 1 11
De modo analogo ao cédlculo de detA, obtemos
detA; = =2, detAy = —4, detAs = —3 e detAy = —8.
Portanto, a solugao do sistema é S = {2,4,3,8}.
Solucao 2: Montando o sistema linear a partir dos raios X, obtemos:
a11 + Q19 + 91 = 9
a1z + ag + azx = 15
ay +aja =6
ag1 + agy = 11
Representando na forma matricial:
1110 a1 9
01 11 % a19 . 15
1100 as | | 6
0 011 929 11
Outra forma de resolver esse sistema é através do escalonamento. De posse da
matriz estendida do sistema, executaremos operacoes elementares;

11101 9 1110 9 11101 9
01 11 15 0111 15 0111 15
| Ly Ly | Ly — Ly+Ls |
1 100 6 0011 ] 11 0011 | 11
0011 ] 11 1100 | 6 1111 | 17

11101 9
0111 15
L, — L,+ L, |
0011 ] 11
0001/ 8

Com a matriz escalonada, resolvemos o sistema:
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a1 tapp+a =9 a1 =9— a2 —asy =2
a12+a21+a22:15<:>a12:15—a21—a22:4

o1 + a9g = 11 & a9y =11 —agy = 3

CL22:8

Portanto, a solugao do sistema é S = {2,4,3,8}.
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4.1.3 Problema 3

Consideremos que o objeto submetido ao nosso tomografo simplificado é o retan-

gulo desenhado abaixo. Calcule a intensidade I5 utilizando a relagao de recorréncia.

Solucgao: Utilizando a relacao:

n

Iy =11 - H(l — Aju(j)),

Jj=1

calculamos I5:

I; =20(1 —1.0,1)(1 — 2.0,2)(1 — 2.0,3)(1 — 3.0, 15)
I; = 2,38
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4.1.4 Problema 4

Se houver disponibilidade na escola de equipamentos de informatica, pode ser
desenvolvido o estudo proposto pelo “Jogo da Tomografia”, disponibilizado pela Uni-
versidade Federal Fluminense(UFF, 2009) em seu site. A proposta desse jogo é que os
estudantes identifiquem objetos tridimensionais através de suas se¢oes planas. Para isso

ele mostra diferentes cortes horizontais do objeto, como mostrado na Figura 20.

-
=
/
L
<=
|

Figura 20 — O Jogo da Tomografia - Exibi¢do dos cortes horizontais de um octaedro re-
gular.

Embora o enfoque do jogo seja estudar geometria, sua utilizacao no nosso contexto

ilustra de forma simples o processo da Tomografia Computadorizada.
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5 Consideracoes finais

Este trabalho apresentou uma proposta para o estudo e a aplicacao dos contetidos
de matrizes, sistemas lineares e recorréncia através da Tomografia Computadorizada. Essa
proposta permite que os estudantes percebam a importancia de certos conhecimentos
que, comumente estudados de forma descontextualizada, sdo malvistos ou até mesmo

considerados desnecessarios.

Num contexto em que temos a nossa disposi¢cdo uma variada gama de informagoes
ao alcance de um clique, o grande desafio de ensinar matemética é mostrar que ela é
util e faz parte do cotidiano humano. Ao alertarmos os estudantes para o fato de que s6
temos muito do que usamos gracas as aplicagoes da matematica, podemos despertar neles
o interesse por aprender e desenvolver suas potencialidades, com a consciéncia de que a

matematica estd muito além do lapis e do papel.

E foi esse o propdsito desse texto: chamar a atencao para o fato de que aqueles
equipamentos altamente tecnoldgicos que nos permitem obter as imagens internas de
um corpo sem abri-lo s6 existem gragas a matematica. Mostrar que a matematica esta
presente na medicina, engenharia, geografia e em tantas outras areas de conhecimento

consideradas mais atrativas.

Num primeiro contato com as equagoes que modelam a Tomografia Computado-
rizada de forma continua, as equacdes parecem um tanto complexas e de dificil compre-
ensao. Entretanto, quando as transformamos em discretas e as contextualizamos com os

contetdos do ensino médio, as ideias ficam muito mais simples.

Contudo, como trabalhamos com problemas inversos, os sistemas ficam grandes e
de solugao trabalhosa, como ¢é o caso de calcular o determinante de matrizes de ordem
superiores a 3 X 3, o que pode nao agradar a grande maioria dos estudantes. Uma
alternativa para essa questao seria associar a solucao desses problemas ao uso de algum

software que permita o desenvolvimento dessas solugoes de forma menos mecanicas.

Com isso, esse trabalho nao esgota as possibilidades de atividades envolvendo esse

assunto, podendo ser ampliado e associado a outras tecnologias.
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